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要旨(Abstract) 

 

ルービックキューブには，どのような状態からでも完成状態に戻すための最小手数である「神の

数字」というものが存在する．３マスルービックキューブにおいては神の数字は２０手であること

が証明されているが，４マスルービックキューブでは発見されていない．そこで３マスルービック

キューブでの神の数字の研究を参考に，数学の群論によってルービックキューブを数学的に定義

し，プログラミングを用いて４マスルービックキューブの神の数字を求める方法について研究をし

た． 

なお今回の研究ではプログラミングを完成させることができず，神の数字を証明することはでき

なかった．
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1. はじめに 

1.1 研究の動機 

ルービックキューブ(以下，ｎマスルービッ

クキューブを RC{ｎ}と示す）とは，一般的に

3×3×3 の形で知られる立体型パズルである．

現在 RC は立方体の他に四面体型，スネーク等

様々な形状のものが存在している．RC{ｎ}には

どの状態からでも必ず元に戻すことができる最

小の手数が存在し，これは「神の数字（God 

Number）」と呼ばれている． 

 

1.2 先行研究 

 2010年に RC{3}の神の数字は 20手であること

が証明された．その方法は，群論によって考え

る状態を絞り，更に対称性から調べる必要のあ

る状態を絞るという方法である．全パターンに

対し，向きが前後上下左右反対の場合を踏まえ

て，1/24 に，さらに鏡に写したときの場合も踏

まえて 1/2，計 1/48 にまで計算する必要のある

状態を減らす．この対称性によって除かれた状

態というのは，面とブロック面の位置関係（後

に定義する）を踏まえると別の状態として区別

されるが，それらの位置関係を無視し，ただか

かった手数で考えれば，全く同じになるもので

ある． 

絞られたすべての状態を Google にあるコンピュ

ータを多数用いて計算し，最も手数がかかった

状態の手数が神の数字となる．これは優れたデ

スクトップ PC 一台では約 35 年間かかってしま

うほどの計算量である． 

 また証明までには至らなかったが，上記のも

のほどの計算量を必要とせず神の数字に迫る

「シスルウェイト法」というものとその改良版

がある．この方法では神の数字の上端を探す．

下端は様々な状態を作り必要な手数を数え，よ

り手数が必要な状態を探して上端に近づけてい

く．神の数字の上端はまず群論より，ルービッ

クキューブを操作の性質で段階分けし，下の段

階からひとつ上の段階に行くのに必要な最大手

数を足し合わせていく．段階分けの仕方を工夫

し，下端に近づけていく．そして上端と下端が

一致したときが神の数字となる．この方法は 40

年以上前から研究されたが結局神の数字を証明

することはできなかった． 
 

2. 群論 

 今回の研究で必要となる群論の範囲について

のみ書いておく． 

 

2.1 群の性質 

 集合に演算を定義した時，ある条件を満たす

ことで群となる．集合とは元（要素）の集まり

のことである．例えば自然数全体の集合などが

ある．演算とは，集合上で二つの元を入れ別の

元を作る事である．足し算などが例として挙げ

られる．条件は四つあり，一つ目は任意の元の

演算結果もまたその群に含まれる元であること．

二つ目は単位元（演算に影響を与えない元）が

存在すること．三つ目は，全ての元に逆元が存

在すること．逆元とは，演算後単位元となる相

手のことである．四つめは結合法則が成り立つ

ことである．上記を満たせば群となる． 

 表記の仕方として（[集合]，[演算]）の形が

ある． 

2.2 部分群 [2] 

 群（G，・）の部分集合 H が G の演算 ・ で

群となるとき， H は部分群であると定義される．

必要十分条件として， 

①群内の演算が群内で閉じていること 

②単位元が存在すること 

③逆元が存在すること 

を確認すれば良い．すなわち， 

『H が G の部分群 ⇔ ①x,y ∈ H なら x・y 

∈ H ②G の単位元は H の元   ③ x ∈ H なら 

x-1 ∈ H の 3つが成り立つ』 である． 

 

2.3 同値関係 [3] 

2.3.1 二項関係について 

 集合 A 上の二項関係とは， A の要素を 2つ

並べたものをいくつか集めた集合のことである．

例を挙げると， A ＝ ｛1，2，3｝ に対して，

｛（1，2），（2，1），（3，1），（3，3）｝

は二項関係となる．（a,b）が考えている二項

関係に属するとき，a〜b と表記する． 
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2.3.2 同値関係について 

 同値関係とは，たとえばある集合の要素

a,b,cについて， 

① 反射律（a〜a） 

② 対称律(a〜b ⇒ b〜a) 

③ 推移律(a〜b ∩ b〜c ⇒ a〜c)  

の 3つを満たす二項関係 〜 のことである．②，

③については，「仲間である関係」を表してい

ると言える（②: a が b の仲間なら b は a の

仲間，③: a と b が仲間で b と c が仲間なら 

a と c は仲間） 

 同値関係は， 「同じ」 であることを幅広く考

えるために用いられている． 「＝」 は左辺と

右辺が数値 ・ 集合として完全に一致するとき

に用いられるが，条件として厳しい場合がある

ため 「＝」 を一般化する必要があった． 

 

2.4 類別 

2.4.1 類別と同値類 [4] 

一般に，集合 S の元 a, b の間に同値関係 

(a〜b)と呼ばれる関係が定義されるとき，全て

の元は a と同値関係に ある or ない の 2つに

分けることができる．全ての元は a と同値であ

るか否かであるから S は過不足なく綺麗に 2つ

に分かれる．このようにして分割した各組を 

「集合 S の類」 と呼び，この組み分け方を 

「類別」 と呼ぶ． 

 群の元をさらに小さな部分集合に分けること

で，いろいろな種類の元が混じり合った群を分

類することができ，問題が簡単になることがあ

る． 

2.4.2 剰余類（左剰余類） [5] 

 H を群 G の部分群とする．a,b ∈ G に対し， 

 a-1･ b ∈ H となるとき a〜b と定義する．こ

れは同値関係の定義を満たす二項関係となる．

ここで，aと同値関係にある任意の xについて a-

1・x=hとおくと，x=a・hより x ∈ aHとなる．

また任意の H の元 h に対し， x=a・h とすると

き,a-1・x=h となる．したがって a と同値である

ものはすべて aHの要素となり，aHの要素はすべ

て a と同値となる. a の同値類を Ca と置くと

き，Ca⊂aHかつ aH⊂Caより，aH=Caとなる．そ

してこの aHを左剰余類とよぶ．G = H ∪ aH ∪ 

bH ∪・・・ のような左剰余類による類別を， 

G の H による左類別と呼ぶ．全ての左剰余類そ

れぞれの位数（元の個数）は等しい． 

2.5 完全代表系 [6] 

Hを Gの部分群とし，Gの部分集合 

｛a,b,c,.....｝で，重複なしに     

G = H + aH + bH + ・・・ 

となるものを完全代表系という． 

つまり群 G の H による左類別をしたときに複数

の左剰余類に同時に存在する元がないようなと

き，そのときのそれぞれの左剰余類の代表を取

ってきた集合を完全代表系という．当然この全

ての元は群 G 上にあるので G の部分集合となる． 

3. RC{4}と群論について 

3.1 置換について 

 
 置換とは，1，2，3，・・・，n を並び替える

操作のことである．この場合は n 次の置換と呼

ぶ．置換は，「もとの元」を上に並べて「行き

先」を下に並べた形で表現される．置換によっ

て「（1，2，3，・・・，n）を並べ替えた状態」

は 1 から n までの順列となるため，順列と置換

は対応する．つまり，n 次の置換は全部で n!個

存在する．一つの置換内で循環するように置き

換えられているのを横に並べて書き，それらの

積という形で表現できる．これらは巡回置換と

いう．さらにそれらを二つの元の置き換えの積

の形に直し表現できる．この二つの元の置き換

えは互換と呼び，ある置換に含まれる互換の数

の偶奇でその置換は偶置換か奇置換に分けられ

る． 
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 複数の置換を連続して行うとき，置換の積と

して考える．表現の仕方は普通に積の形で表す

が，×は使わない．積の順番は右から置換を行

う．積の考え方は具体例を見ながら説明すると

置換 p では 1 が 2 の場所へ，置換 q では 2 の場

所にあるのが 4へと置き換えられるので，1が 2

の場所へ行きその場所は 4 へと置き換えられる

と考えて，1が 4に置き換えられる． 

 ある置換の互換の積による表現の仕方はいく

つかあるが，偶奇は常に一定であることが証明

されている．よって偶置換同士，奇置換同士の

置換の積は偶置換（互換の数の和が偶数）偶置

換と奇置換の積は奇置換（互換の数の和が奇数）

になる． 

 

3.2 置換群と RCの関連 

RC と置換群の定義は以下のように合致する． 

(1) 置換を元，結合を演算とする群                                               

⇔操作がありその連続で成り立つゲーム 

(2)任意の置換の結合 ⊂ 置換群⇔ 

 動きを連続させてもそれは RCに存在する 

(3)単位元が存在⇔操作しないという操作 

(4)逆元が存在⇔行った操作の逆操作 

(5)演算に結合法則が成り立つ 

        ⇔操作①、②、③について 

   （①・②）・③＝①・（②・③） 

 

3.3 一般的な解法 

 解法を群論で考える．以降説明するが部分群

法に基づいているとみることができる．どこか

らそろえていくのかの順番を工夫して解いてい

っている． 

 

3.4 RC{4}の面とブロック位置の定義 

 以下の RC{4}の展開図は市販の面の色と対応

している． 

 
 全ての面には図のように正面に F（Front）,

上面に U（Up），下面に D（Down）右面に R

（Right），左面に L（Left），背面に B（Back）

と定義している．どんな操作をしてどんな状態

になっても，この最初に定義した面の位置関係

は変わらずそのままで面を区別するよう考える． 

 全てのブロック面に図のように数字を振り分

けることでブロック面の位置を定義する．任意

の操作によってブロック面の場所は変化しても，

ブロック面の位置関係は変わらずそのままでブ

ロック面の位置を区別するよう考える． 

 以降説明の中で一面体，二面体，三面体とブ

ロックを呼び分けるが，これは文字通り面の数

が何枚かで区別した呼び方である． 

 さらに今後説明上便利にそれぞれのブロック

面の位置を表現する方法も決めておく．表現の

仕方はまずどの面にあるか，次にどの面と隣り

合わせか，三面体については隣の面は時計回り

に隣にある面で，それぞれの面の記号の小文字

をこの順に並べて表現，二面体はそこにさらに

ねじれの位置にある二つの面の近い方にある面

の記号の小文字を並べて表現する．具体的には，

40:fru  44:frd  84:dr  96:dbの様になる． 

 群論の考え方を用いて考察やプログラミング

を行う際には，ブロック面がすべて区別されて

いる必要がある． 

 

3.5 基本操作の定義 

 面の位置の区別を踏まえて基本操作の種類を，

ブロック面の位置の区別と置換を踏まえて操作

自体の数学的定義を行う． 

 基本操作の種類の定義はすでに定義した面そ

れぞれの，時計回り 90°回転とする．その操作

を表す記号は面を区別する記号をそのまま使う．

また RC{4}においては回転可能な部分（枚と数

える）が面に隣接した内側部分にもあるので，

それらを動かす操作についても似たように定義
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する．全ての面一つにつき一枚ずつ隣接してい

ることが分かるので，それぞれの面のそれより

も中間側にあるのを，これらの部分を隣接する

面の記号を小文字にして表現する．面は 6 つ，

内側に隣接して回転させられる部分が面一つに

つき一枚ずつあるため基本操作の種類は全てで

12 種類（F,B,R,L,U,D,f,b,r,l,u,d）である． 

 操作の数学的定義の具体例及び図の説明を以

下に示す． 

 
 最初と書かれた図はブロックの位置関係を定

義した段階で何の操作もしていない状態のこと

で，赤い矢印は操作 R によるブロックの移動の

仕方である．そして基本操作 R と書かれた図は

基本操作 R によって動いたブロックそれぞれが

操作の前の段階でいた位置を書いてある．さら

にそれらの下には，操作 R によってどの位置に

いたブロックがどの位置に移動したかを置換の

考え方と対応させ，操作 R を置換として表現し

たものがある．置換の中の一つの巡回を見ると，

4→77，77→84，84→36，36→4 とブロックが移

動していることがわかる．つまり操作 R によっ

て 4の位置にあるブロックは 77の位置に，77の

位置にあるブロックは 84の位置に，・・・と変

化するということを表現している．図を見ると

確かにそうなっていることがわかる． 

 以上のように基本操作の種類とそれぞれの操

作自体の定義及び表現を行う． 

 すべての基本操作について置換による表現を

行った．

 
 基本操作のみの組み合わせでどんな種類の操

作も表現できる． 

 

3.6 RC{4}の単位操作の定義 

「シングマスター記法」 

 単位操作とは一手と数える操作のことで，シ

ングマスター記法を用いて定義，表記すること

とする． 

 63通りあり，具体的には以下の通り 

F   F2   F3   f   f2   f3   Fw   Fw2   Fw3 

同様のパターンが B U D R L についてもある 

内側二層の回転 M(=l・r-1) E(=d・u-1)  

S(=b・f-1) それぞれ l,d,bの向きに回転 

 表記と操作の対応は以下の通りになる． 

 F2 とは操作 F（前面を時計周りに 90°回転）

を二回続けて行う操作（180°） 

 F3（前面時計回り 270°）＝ F-1（前面反時

計回り 90°） 

 Fw←F と fを同時に行う Fw＝F・f 

 これらは全て基本操作から定義されることが

できている． 

 群論において RCの群を定義するときには基本

操作のみで十分だが、実際に RCを使用する際の

操作の種類はこれらの様になる． 
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3.7 RC群の定義 

 基本操作より RC{４}のルールに則った操作

（バラバラにするなどしない）によって作られ

る全ての状態の群（＝全ての状態を表現できる

置換の群）を RC群 Gとすると 

  G＝ {F,B,R,L,U,D,f,b,r,l,u,d} となる 

 これが意味するのは，RC 群はこれらの任意の

置換（基本操作）を何個でも持ってきた時の演

算結果（続けて操作したときのこの，置換の積）

の置換全ての群である． 

 この定義によって具体的に操作によって作ら

れる状態は，プログラミングを用いて置換の演

算と群論の計算で考えることができる．この群

の位数はルービックキューブの全パターンとな

る． 

 

3.8 RCの 2面体の向きと番号付け 

 2面体 

 
 

 

 

 

 

 

 

 3面体 

 
 RC群を定義するときとは別に RCの二面体と三

面体について向きと位置を定義していく．これ

は RCの群構造について考察しキューブ理論の証

明を行うのに必要である．番号を付けて位置を，

印を付けて基準参照面を決めて向きを区別する． 

 RC{4}と参考元の RC{3}についても書いておく． 

 RC{3}の見えない部分については，二面体で

は dl,db,lf,lu,bl,bu ブロック面に印を，三面

体には U 面側の全ての三面体に印を付けている．

RC{4}の見えない部分には RC{3}の時と照らし合

わせて見て，同じように印がついている． 

 この定義によって，二面体の置換と反転，三

面体の置換と回転を考えることができる．二面

体の反転について，ある操作によって置換され

たとき，それぞれの位置にある二面体の付けら

れている印の場所が完成状態の時のその位置に

おける印の場所と同じか逆かに分かれ，逆の時

は反転したと表現する．三面体の回転について，

二面体と同様に考え，それぞれの位置における

印が時計回りに 0°,120°,240°の三パターン

に回転しているのを区別する． 

 二面体は RC{3}に 12 個，RC{4}に 24 個あり，

三面体は RC{3}，RC{4}ともに 8個ある． 
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3.9 キューブ理論の第一基本定理（RC{3}） 

 次の決定過程により，RC の配置は決定される． 

(a)どのように二面体が置換されたか 

(b)どのように 三面体が置換されたか  

(c)どの二面体の印が反転したか 

(d)どの三面体の印がどれだけ回転したか 

 以上の定理から全ての基本操作に対応する新

たな置換（二面体，三面体）とそれぞれの位置

の反転，回転を表す関数（巡回群と同一視）を

定義して，群の部分群による半直積，準同形写

像の考え方を用いて，四つの要素を四つ組みと

して考え，演算を行っていくことでキューブ理

論の第 2 基本定理を証明する．詳しいことは今

回の研究では触れない． 

 

3.10 キューブ理論の第 2 基本定理（RC{3}） 

 (a)二面体と三面体どちらもどんな操作でも

偶置換か奇置換かが一致している．つまり，ど

んな操作でも二面体と三面体の入れ替わった数

の偶奇は一致する． 

 (b)三面体の回転について，0°(360°)回転

を 0，120°を 1，240°を 2として値を振ったと

き，全ての三面体の回転の値の和は 3 を法とし

て 0 と合同である．つまり全ての三面体のうち

一つ以外の回転量が決まれば残り一つの回転量

も決まる． 

 (c)二面体の反転について反転の有無にそれ

ぞれ 1，0として値を決めると全ての二面体の反

転の値の和は 2 を法として 0 と合同である．つ

まり全ての二面体のうち一つ以外の全ての反転

の有無が決まれば残り一つも決まる． 

 これらの定理は第一基本定理を踏まえ RC{3}

群の群構造を解析していく中で満たされなけれ

ばいけない条件として与えられる． 

 

3.11 神の数字を求める方法 

 部分群法→シスルウェイト法 

3.11.1 部分群法 

以下部分群法の数式による処理は「群論で解

き明かすルービックキューブの数理」より引用．

（参考文献［７］） 

 RC{4} 群 G={F,B,R,L,U,D,f,b,r,l,u,d}   

（RC{3}なら G={F,B,R,L,U,D}）の部分群系列 

Gn={1}⊂Gn-1⊂Gn-2⊂…...⊂G1⊂G0=G を用い

て次の処理を行う． 

 与えられた元 g0∈G0 は与えられた RC の状態  

Gk/Gk+1の完全代表系を決めておく．  

Gk/Gk+1 = ∪(i=1~rk) gk+1,i Gk+1 

【初期処理】（ある i∈{1,2,3,.....,r1}につ

いて） 

 g0∈g1,i G1となるとき 

g1=g1,i 及び,g’1=g1-1 g0 とする．      

(g’1∈G1となる) 

【再帰的処理】 

 g’k∈Gk がすでに定義されていて 

（ある j∈{1,2,.....,rk}について） 

g’k∈gk+1,j Gk+1 となるとき，gk+1=gk+1,j 

及び g’k+1=gk+1-1 g’k とする(g’k+1∈Gk+1

となる)． 

 以上から g’1=g1-1 g0   g’2=g2-1 g’1 …… 

g’n=gn-1 g’n-1  (gn=1)となり 

 すべてまとめると 

1=gn-1 gn-1-1 gn-2-1   ……  g2-1 g1-1 g0 

 g0=g1 g2 g3……gn-1 gn 

 ここまでで示されているのは，ルービックキ

ューブ群の部分群の部分群の部分群の…と考え

たときに，より位数の小さいという意味でひと

つ下の段階の群(順番を示す右下に添えられた

数字は下の段階の群ほど大きい)によって左類

別をしたときの完全代表系を決め，(決め方は

たくさんある)一つ前の段階の代表の置換（操

作）と下の段階との関係を以上の処理に従いま

とめることによって，ルービックキューブにお

けるある状態は，最も下の段階の操作（完全代

表系に含まれる操作）から順々に上の段階の操

作を行っていき得られる状態によって作られて

いるということである． 

 

これらの図のイメージは以下のようになる。 
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段階分けの上下の段階の関係はスライドのよう

に、上の段階の中身は下の段階といくつかの操

作それぞれとの連続の集合でできている。その

いくつかの操作全てが神の数字の上端を求める

のに調べなければいけない操作全てになる。こ

の関係性が続き、最も下の段階である G4は元が

単位元の 1 のみなので、スライドの様になりる。

以上を逆算していき、G3 の含むすべて置換の最

大手数に、G3との連続でG2を作る置換の最大手

数を足す、といった具合に一番上の段階である

ルービックキューブ群まで調べれば神の数字の

上端を求めることができる。 

3.11.2 シスルウェイト法(RC{3}) 

 段階分け 

G0=<R,L,F,B,U,D> 

(RC{3}群 RC{3}の全ての状態) 

G1=<R,L,F,B,U2,D2>  

（上面と下面は 180°回転のみ) 

G2=<R,L,F2,B2,U2,D2> 

（右面と左面以外は 180°回転のみ） 

G3=<R2,L2,F2,B2,U2,D2> 

（180°回転のみ） 

G4=<1>  

（操作しない 位数 1） 

G⊂G1⊂G2⊂G3⊂G4となっている． 

 部分群法を用いた神の数字の上端の求め方 

G0/G1の完全代表系｛g1,i |1 以上 i n1以下|｝

(n1=2048)ですべての手順g1,iが高々7手となる

物がある． 

 これは g1,i（複数の，あるいは単にそれだけ

の単位操作によって得られる状態をつくる操作）

は 2048種類あり，その全てについてプログラミ

ングで手数を数えると高々7 手となる，という

ことを示している． 

 同様に G1/G2(n2=1082565)[高々13手]， 

G2/G3(n3=29400)[高々15手]，

G3/G4(n4=663552)[高々17 手] 

と調べ，7+13+15+17=52 手と神の数字の上端を

求めることができる． 

 n1(2,3,4)の値については単に群論の計算で

求められる． 

 ちなみに n1×n2×n3×n4＝［3RC 群の位数］

となっており，この段階の分け方における 3RC

の全ての状態を考察できていることがわかる． 

 段階の性質 

 G0/G1  

この完全代表系に含まれる手順は二面体ブロッ

クの向きを変えるだけである．これは G1に含ま

れる操作では二面体の向きのみを変えることが

できないことが理由である． 

 G1/G2 三面体の向きを変えるだけ 

これは G2に含まれる操作では三面体の向きを変

えることができないからである．G2は G1の部分

群なのでもちろん二面体の向きも変えられない． 

 G2/G3 すべての三面体および二面体を正し

い位置に移す 

 G3/G4 これは単に G3全体を表す(G4＝1) 

 以上の段階分けによって完成状態を作るのに

必要な操作の性質を絞ることができ，その操作

の全てをプログラミングによって調べることで，

神の数字を求めるのに必要なコンピュータによ

る計算量を大幅に減らすことができる． 

 この数学的処理のイメージは，具体的に一手

一手を動かしながらできていく状態を考えるの

でなく，ブロック全体を同時に入れ替えながら，

その入れ替えの条件を絞っていき，最終的にそ

れぞれのブロックの位置を定めるということで

ある． 

 段階分けの仕方の改善，またはコンピュータ

による計算で考える幅を増やすなどの工夫をし

ていくことで神の数字の上端を小さくしていく． 

4.結果及び考察 

以上で行った定義を踏まえ，RC{3}においての

神の数字に迫る研究を RC{4}にも当てはめる形

で考察を行った． 

4.1 キューブ理論の第 1基本定理（RC{4}） 

 RC{3}の時との相違点は，二面体三面体だけ

でなく一面体の置換についても考えないと RCの

配置が決定されない可能性があることである．

これは RC{3}の時は面の位置と一面体の位置が 1

対 1に対応しているがRC{4}の時は一つの面に一

面体が 4 つあるからである．一面体の位置のみ

を入れ替える操作を見つけられれば，一面体の

配置は二面体，三面体の配置，向きにかかわら

ず置換できるため，このことが証明できる．群

論用プログラミング GAPを用いて RC群を定義す

れば確かめることができる．一面体については

向きは関係ない． 

 

4.2キューブ理論の第 2基本定理(RC{4}) 

  詳しい定義や演算をすることが困難であっ

たので，証明とはいえないが，第 2 基本定理が

成り立っているであろうことを主張できるよう，

具体的に定義した基本操作について見ていく． 

(a)二面体と三面体どちらもどんな操作でも偶
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置換か奇置換かが一致している 

 全ての基本操作について置換される二面体，

三面体の数の偶奇は同じであるため，基本操作

における偶奇は一致している．また，全ての置

換は互換の積による表現の仕方がいくつかあっ

ても偶奇は決まっているので，偶置換同士，奇

置換同士の積は偶置換，偶置換と奇置換の積は

奇置換になるという約束を守り続けて，最終的

な偶奇も一致すると考えられ，この定理も成り

立っている． 

基本操作 F,B,R,L,U,D←全て三面体を 4つ

（奇置換），二面体を 8つ（奇置換）置換 

 基本操作 f,b,r,l,u,d←全て二面体を 4つ 

（奇置換）置換 

(b)三面体の総捻り量は保存される 

 三面体の位置の置換と向きの入れ替えに作用

する操作の種類，数は完全に RC{3}と一致して

いるので RC{4}においても保存されると考えら

れる． 

(c)二面体の総反転量は保存される 

 基本操作 f,b,r,l,u,d について，操作の前の

段階で位置関係を最初の定義通りに基準参照面

の印を付けたとき，操作後も二面体の反転を行

わない．よってどのような状態でも反転してい

る二面体は置換後も反転し，反転していないも

のは置換後も反転しない．         

 基本操作 F,B,R,L,U,D について，操作の前の

段階で位置関係を最初の定義通りに基準参照面

の印を付けたとき，置換後二面体のうち 4 つ反

転し，4 つ反転しない．よってどのような状態

でも操作後に 4つは反転の有無を変えず，4つは

反転の有無が逆転するので反転の値の和が 2 を

法として合同であることは変化しない．従って

全ての基本操作でどんな状態で操作してもこの

定理は満たされ，全ての操作は基本操作の積な

ので常にこの定理は成り立つ． 

 以上のように考えると RC{4}でも第 2基本定理

が成り立っていると考えられる． 

 

4.3 シスルウェイト法の応用（RC{4}での方法） 

 RC{3}同様 RC 群を定義でき，群の性質は変わ

らないので，群 RC{4}でも部分群法を用いるこ

とができる． 

 従って段階分けの仕方を工夫し，プログラミ

ングをうまく作ることができれば，RC{4}でも

効率よく神の数字の上端を求められると考えら

れる．ただし，RC{3}の時より圧倒的に全パタ

ーンが多いので必要な計算量もより大きくなっ

てしまう．しかし，シスルウェイト法の段階分

けの仕方を工夫することで，計算量も減らし，

効率的に求めることができるのではないかと考

えられる．以下に二通りの我々の考えた段階分

けの仕方をのせる． 

 

 4.3.1 元のシスルウェイト法を参考にした

段階分け 

G0=<R, L, F, B, U, D, r, l, f, b, u, d> 

 

G1=<R, r, L, l, F, f, B, b, U2, u2, D2, d2> 

 

G2=<R, r, L, l, F2, f2, B2, b2, U2, u2, D2, d2> 

 

G3=<R2, L2, F2, B2, U2, D2, r2, l2, f2, b2, u2, 

d2> 

 

G4=<1> （操作しない 位数 1） 

 これは RC{3}におけるシスルウェイト法をそ

のまま RC{4}に当てはめたように段階分けをし

たものである．下の段階が上の段階の部分群と

なっているため，シスルウェイト法の考え方を

用いることができる． 

 4.3.2 RC{3}の神の数字を活用 

まず，RC{3}が RC{4}の部分群であることを示す．

RC{3}群を 3G，RC{4}群を 4Gとして， 

3G=<R,L,F,B,U,D> 

4G=<R, L, F, B, U, D, r, l, f, b, u, d> 

 ここで小文字の操作について，l・r(=M)   

d・u(=E) b・f(=S)と固定する（l,r,f,d,u,bの

操作を単独で行うような操作は行わない）． 

 すると 

4G=<R, L, F, B, U, D, M, E, S> 

 さらに，M=R-1・L-1，E=D-1・U-1，S=F-1・ 

B-1となるため，  

4G=<R, L, F, B, U, D> 

 これは 3Gと同型となる．つまり，中央に挟ま

れた面の操作について，一回転方向について２

つ面があるが，この面を一つの面として考え，

分けて操作しないという制限を加えると，4G は

3Gと同じ群となる． 

 動かすブロックの数は異なるが、この操作の

制限によって区別されなくなるブロックを一つ

のブロックとして見れば RC{3}と全く同じもの

になることから想像できる． 

 これらのことから以下の方法が提案できる． 

 RC{3}が RC{4}の部分群であるから 
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4G=<R, L, F, B, U, D, r, l, f, b, u, d> 

3G=<R,L,F,B,U,D> 

 4G/3G の完全代表系すべてを計算し，高々の

手数に 20(RC{3}の神の数字)を足せば神の数字

の上端となる． 

【 RC{4}の全パターン÷RC{3}全パターン】

=5133540378184157000000000000 パターン 

4Gと 3Gの間に段階を増やせばこの計算量を減ら

すことができる． 

 

4.4 プログラミング 

 プログラミングについては，数学計算用の

SageMath，群論用の GAP，そして HTML で複数の

操作後の展開図を表示するプログラミングを活

用しようとした．  

 本研究では，時間の関係により，GAP を用い

た RC{4}の神の数字の計算に努めた． 

 群論用関数 GAP(以後，GAP と表記する）とは，

群を扱うために開発された計算機代数システム

である．このシステムは C 言語を用いることで

使うことができる．また，GAP 特有のプログラ

ミング関数 GAP を使うことで数学の計算も行え

る． 

 GAP を使えば，RC 群を定義したとき，その群

の位数(RC の全パターンの数)，その群に含まれ

る置換(具体的な操作，状態)を調べることなど

ができる． 

GAPと Excelを用いて RC{3}の解き方を表示する

文献では，表示させている現在の状態から完成

状態までを計算させることによって求めている．

この文献を基に RC{4}の解き方を表示するプロ

グラムを書こうとすると一面体の識別が課題と

なる． 

 RC{4}の全てのブロックの面すべてに対して，

番号を振り，その動きを群として表すと戻すま

での過程が増えるため，神の数字とはならない．

この課題は RC{3}と違い一つの面につき,本来で

は区別されない一面体が 4 つあることで起きて

いる.群論の計算では全ての一面体を区別しな

ければいけないので,群論による計算の後に工

夫して解決しなければいけない. 

 一つの面に注目して例を挙げると下の通りで

ある．色として注目するとこの面は完成してい

る．しかし，一つずつの面に注目すると図 2 は

完成していない． 

 

 

 

 

 

 

 図 1         図 2    

 
 

 本研究では，全ての面の色の完成時を神の数

字と表すため，図 2 でも完成とする．その識別

をする方法は見つけられなかった． 

 今回の研究では計算において結果を求めるプ

ログラミングを作成できなかった. 

  

4.5 ほかの神の数字を求める計算 

 
これは簡単で精度が低く，群論の考え方も用

いない神の数字を求める計算である．この式は

全パターンから，簡単な理屈を用いたある手数

において作れる状態の数を引くものである．手

数と作れる状態について，ルービックキューブ

では一手と数える操作は 63通り．これは定義し

た単位操作と対応する．しかし二回目以降では，

一回前の操作での面の取り方と同じ面の取り方

で操作をすることはなく，その場合，前の操作

と合わせて一手と数える．よって 2 手目以降で

は面の取り方は 20 通り，操作の種類は 60 とお

りとなる．加えて，同じ色の一面体は区別でき

ないため，4 の階乗の 6 乗で割る．結果 26 回操

作したときにはじめて作れる状態の総数が全パ

ターンよりも大きくなる．これは 26回以上の操

作をすることでやっと作れる状態があることを

示す，ただし一致しているわけではなく，重複

が含まれることも考えられるので，神の数字は

26 手以上であるだろうことが分かる．しかし本

当に 26手以上であるかは実際に調べなければ証

明とはいえず，さらにここで求めたのは神の数

字の下端の目安のみで，結局この計算のアプロ

ーチでは神の数字の研究を深めることは難しい

と考えられる． 

 

1 2 3 4 1 2 3 4

5 6 7 8 5 10 6 8

9 10 11 12 9 11 7 12

13 14 15 16 13 14 15 16
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5.結論 

群論の考え方をもとに RC{4}の RC 群を定義した． 

群論を用いて数学的に神の数字を求める方法に

ついて考察した． 

RC{3}における神の数字の研究を参考に，RC{3}

との相違点と同じ点を考察，RC{4}においても

神の数字の研究をするのに必要な定義，論理を

構築した． 

プログラミングに挑戦した． 
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